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RESUMO:

Usando a definicio da funcdo lucro
p (p,w)=sup{ pf(x)-wx:x3 O}, encontramos a frontei-
ra entre os pregos gque rendem o lucro finito e os
gue rendem o lucro infinito. A fronteira foi descrita
usando o conceito de prego limiar que € a contribu-
icdo principa do trabalho. A vantagem do preco
limiar é que, no que diz respeito a propriedade de
lucro ser finito ou ndo, 0 comportamento do prego
limiar € uma caracteristica mais exata que o con-
ceito de rendimentos de escala. Os resultados o-
dem ser aplicados as tecnologias que ndo necessa-
riamente exibem rendimentos de escala crescentes,
em quaquer modelo que use a maximizagdo de
lucro como assuncéo de procedmento.
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Funcdo Producdo, Funcdo Lucro, Preco Limiar,
Economias de Escala
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1- INTRODUCAO

Rendimentos de escala crescentes constam
um assunto importante na pesguisa econdmica mo-
derna. Na presenca deles o equilibrio geral no sen-
tido classico ndo existe 0 que gerou uma série de
trabalhos que visam mudar tanto a nogdo de equili-
brio gerd, como a de rendimentos de escala cres-
centes. SUZUKI (1996) e BONISSEAU (1992).

As dificuldades associadas com rendimentos
de escala crescentes se manifestam ja nas proprie-
dades da funcdo lucro

(1) p(p, w) = sup{ pf (X) - wxx 2 O}

gue pode se tornar ao infinito. Neste trabaho pro-
curamos a fronteira entre os pregos gque rendem o
lucro finito e os que rendem o lucro infinito. A fron
teira foi descrita usando o conceito de prego limiar
que é a novidade principal do trabaho. A vantagem
do prego limiar € que, no que diz respeito a proprie-
dade de lucro ser finito ou ndo, o comportamento
do prego limiar € uma caracteristica mais exata que
0 conceito de rendimentos de escala.

As condigdes sendo muito gerais, os resulta-
dos podem ser gplicados as tecnologias que néo
necessariamente exibem rendimentos de escala
crescentes, em qualquer modelo que use a maximi-
zacd0 de lucro como a assungdo de procedimento.
N& assumimos nenhuma diferenciabilidade ou
continuidade, anvexidade ou concavidade. A tec-
nologia pode ser de produto multiplo e o custo de
insumo pode ser ndo-linear. Todos os resultados
s80 relacionados ao prego limiar.

O autor agradece ao professor Ruben Pessoa

da Universidade Federa de Roraima pela discusséo
dos resultados.

2- NOTACAO E TERMINOLOGIA

A unidade produtiva (empresa) enfrenta trés
restrigdes. a restricéo tecnologica f, a de mercado
de produto P e ade mercado de insumo W.

A tecnologia (ou a fungdo producéo) f é uma
correspondéncia que a cada vetor insumo x =

(X1,...%) T R associa o conjunto f ()1 R™ de
vetores produtos que podem ser produzidos usando
x e a tecnologia f. Aqui R. denota o conjunto de
nUmeros reais ndo-negativose R, R"" sdo conjun-
tos de vetores com coordenadas no R.. A corres-
pondénciainversa f ' a cada produto y que per-
tence & imagem A(f) faz corresponder o conjunto
f "*(y) de todos os insumos capazes de produzir

y. A propriedade bésica que ligafe f ' équea
pertinénciay T f(x) equivdea x1 f *(y).

A funcdo demanda inversa P.R"® R é
simplesmente o vetor de pregos. se 0 produto for
yl R, entdo Py(y)yi+...+Pm(y)ym Serd o peco
desse produto. E natural supor que Pi(y) > 0, ...,

Pm(y) > 0 paratodo y ¢ 0. Se 0 mercado de produ-
to for competitivo, P serd um vetor constante:

P(y)° pT R

O custo de insumo W:R! ® R, descreve o

mercado de insumo. Para qualquer insumo x 1 R,
W(X) significa o prego (ndo por unidade) desse in-
sumo. Um dos exemplos é o custo de insumo linear,
W(X) = WiXg +...4 WiXq.

Para abreviar a notagdo, usamos o produto es-
calar (X\y) = Xqy1+...+ Xy para X,y 1 R". Assim,

P1(Y)y1+...+ Pu(Y)Ym= (P(Y).y), WiXy +...+
WiXn = (W,X).

IxIl = (xf+...+x,f)ﬂ2 é a norma Euclidiana de

X. A desigualdade X'3 X entre dois vetores signifi-
caque X3 X, paratodo i. Pela definicdo, p >0
U py...pm>0.

Como a primeira gproximagdo, o leitor pode
pensar em f como uma funcéo (para cada x, f(x) €
um escalar) e considerar (w,x) ao invés de W(X).
Alem disso, na maioria das vezes 0 supremo (sup)
pode sar subgtituido pelo méximo (max) (analoga-
mente, o infimo (inf) pelo minimo (min)). Onde n6s
usamos o limite superior (lim sup), pode-se usar o
limite (lim), supondo que esse existe. De maneira
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semelhante, o limite inferior (lim inf) coincide com o
limite (lim) quando esse existe.

Para o produto y1 A(f) fixoafuncdo cus-
to

c(y,W) =inf{W(x):x1 f *(y)}

nos da o custo minimo de producdo dey. No caso
def escalar essa definicéo sereduz a

c(yW) = inf{{\Mx): f(x) * y}.

Se W(X) = (w,x), escrevemos c(y,w) ao invés

dec(y,W).

Parao insumo X1 R? fixo a receita gerada
por X

F(xP) =sup{(P(y)y): y T f(x)}

mostra a receita maxima que pode ser obtida ven-
dendo aos precos P(y) os produtos y que podem
ser produzidos usando x. No caso de P(y) = p w-
samos a notacdo F(x,p). Paraf escalar temos

F(x,P) = sup{P(y)y: 0 £y £ f(X)}.
Em particular, F(x,p) = pf(x).

A funcdo lucro se obtém maximizando a dife-
renca entre a receita e despesa:

P(PW) =p{ (P(y), ) - WX:yT f(x),xT R},

Aqui x percorre 0 conjunto de todos os insu-
MOoS possivels e para cada X, y percorre 0 conjunto
de todos os produtos que podem ser produzidos
usando x. Usaremos a notagdo p(p,w) quando P(y)

=P, WX) = (Wx).

Otimizando primeiro com respeito ao produto,
obteremos

pPW=ap{sp{(RY).Y)- WXyl f(}xI R}=
= sup{F(x,P)- W(x):xT R"}.

Por outro lado, desde que y T f(x) equivale a
x1 f*(y), podemos otimizar antes com respeito
a0 insumo e depois com respeito ao produto:

APW=s{sp{RY).Y)-WXT f 4y} yT A(f)} =
=sup{(P(y), y)- c(y,W):yT A(f)}.

Em resumo, do ponto de vista matemético, a
funcdo F(P) desempenha o mesmo pape que
c(>W), reduzindo o nimero de variaveis e smplifi-

cando condicdes.

3- DEFINICAO DE PRECO LIMIAR

Sgja P(y) = p. E f&cil de mostrar que o lucro é
monGtono com respeito ao preco p:

@ p* pP p(p ,W)3 p(p,W).

Vamos normalizar o vetor preco p° pondo
é Imz . pf’ =1 e consideremos 0S precos proporcio-
nais p =tp’. De (2) pode-se ver que o lucro
p(tp° W) néo decresce ao longo do raio {tp® t > O}
Entdo se p(tp®W) for finito em agum t, ele serd
finito em todos os menores, t¢<t, e se ele aconte-
cer de ser infinito em agum t, entdo serd infinito
em todos os maiores, t@@> t. Logo existe um tp =
to(p°) que separa os precos tp° que rendem o lucro
finito dos que rendem o lucro infinito. Chamaremos
o numero T(p%) = t° de fator limiar e o preco
T(p%)p° de preco limiar na direcéo de p°. Mate-
maticamente,

(€)) T(p°) = sup{t > 0: p(tp° W) < ¥} =inf{t>
0 p(tp° W) = ¥}

para qualquer p° que pertence ao simplex S={p
>0 4 pi = 1}

Exemplo 1. Consideremos a fungdo producéo

f(x)=x* x3 0(a >0).
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Dados os pregos p e w, afuncdo lucro da em-
presa serdigua a(1). Pode-se calcular que

i1¥ "p>0, sea>],
IO(IO,W)=:’¥ "p>w, sea =1,
%0 "pPEw, sea =1,
p(p,w) <¥ " p>0, se0<a<l

E claro que S = {1}. Podemos ver que T(1) =
0 (o preco limiar € zero), sea >1, T(1) = w, sea =
1, eT1)=¥,sa <1 0Ocaso a>1éocaode
rendimentos de escala crescentes.

4- AFORMULA DO FATORLIMIAR
EM TERMOSDE INSUMOS

IX| sendo a norma Eudlidiana do vetor X, es-
crevemos X ® ¥ se |x|® ¥. Denotemos
| £ 0 =supt|ly|: yT £} . A fungio g: R"®
R, é chamada localmente limitada, se elaélimita-
da, g(x) £ c(r), en cadabola{xi R"||X|£r},r>0.

Teorema 1. Suponha que P(y) = p, ||f(>)|| é lo-

camente limitada, W é nédo-negativa, localmente
limitada e

limW(x) =¥ .

X® ¥

Ent&o o fator limiar éigud a

W(x)
F(X,p)

T(p):lirgi¥nf , sgjaqual forpT S.

Demonstracdo. A formulado T(p) sera ob-
tida como a conseguéncia de duas estimativas. in-
ferior e superior. A prova utiliza somente a homo-
geneidade de F(x,p) de grau 1 comrespeitoap ea
igualdade

P(t?, W) =ap{tR(x p°) - W:xT R}, T S

Denotemos
M ={xtFH(x F)- W * G, a:'"IJEF(WT?%'

Para se assegurar que p(tp°W) < ¥ é sufici-
ente verificar que sup{tF(x,p%) - W(X): x T M.} <
¥.

A estimativa inferior é de forma
T(p% 2 a semprequeO £ a £ ¥.

Visto que o caso a =0 étrivia, consderemos
a>0.

Sea < ¥, entdo dasuadefinicéo se
segue queparatodo0<e < a exiger >0tad
que

W(x)

Sa-e "|[x|>r.

(4)

Suponha que t < a e e sga suficiente pequeno
a ponto de satisfazer t < a - 2e. Entdo para
IX|>r teremos

FOxt)- W9 =Fix - F‘gﬁo)} FxP)a- 2-a+e)<0

de modo que M, 1 {x:||X|£r}. ptp’W) <
¥ porgue F é locdmente limitada e

Sp{tF(x B) - W xT M} Etap{F(x )M £ <¥.

Se a = ¥, entéo invés de (4) teremos. sga
qud for N >0, exister > 0 td que

W(x)
F(x,p°)

3N " x|z .
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A partir det > 0 qualquer, podemos escolher N
=t+ lechegar a

W(x) ©

mf F(x, p°)(N- 1- N)<0" IXl >T.

(%, 5°)- W)= F(x p°)§-

Novamente, M, T {x:|X|£ r} ep(tp’W)< ¥.

Nos ultimos dois paragrafos ndés mostramos
que p(tp’W) < ¥ "t< a (£ ¥).Is0 nos leva a
estimativainferior. MOLDOVANU (1994).

A estimativa superior parece assim:
T(p°) £ a semprequeO £ a £ ¥.

Assuma a < ¥ para evitar atrivialidade. Por
definicéo, paratodo e > 0 existe a seqiiéncia {x"}
tal que

w(x"™
ﬁ£a+e, Ix'|® ¥.

Pegue qualquer um t > a e escolha e que s
tistazt® a + 2e. Entéo

W(x")
t- ———-3a+2e-a-e=e
F(x",p°%)

Por isso

W(x") 6,

ce
0 3 N 10 o 7 .
p(tp”,W) Sh—llpF(X P )gt F(xV, p%) o

e
supW(x") = ¥
a+eNp (x")

3 esupF(x",p°)3
N

porque W(X") ® ¥.Assim, p(tp° W) = ¥ paratodo
t >a e aestimativa superior segue.

Observacao. Do Ultimo pardgrafo da pova
podemos ver que a0 inves de requer
leli mW(x) =¥ nos poderiamos impor a condi¢éo

® ¥

ol =¥.

Exemplo 2. Usando a funcdo Cobb-Douglas
y= AXlaXZb

e afuncgdo de elasticidade de substitui¢géo constante
y = (@axs +ax )

definamos a correspondéncia

f(x) ={ysy22 O: (auys' +apy, )" £
AX]_aXZb}

onde todos 0s parametros sdo assumidos constan-
tes. Para que o conjunto f(x) sgja estritamente con-
vexo suponhamos r > 1. (No caso a;=ap, r =2
f(X) serd um quarto de disco). Entdo o insumo X
geraareceita

F(x,p) = Axlaxzb(p101+ p2Cy)

onde
-¥ -1 -1 a]lazﬁjl(r-l)
g=(ag ta)’ ¢ =(a+tag )" = Y
Suponha que W é homogéneade grau g> 0. A
aplicacdo do Teorema 1 nos d& o seguinte.

a) Se a + b < g(o que significa que a capaci-
dade produtiva cresce menos rapidamente do que o
custo de insumo), entéo T(p) = ¥ para qualquer p
T S ousdga p(pW) < ¥ paraqualquer p > 0.

b) Se a + b > g(acapacidade produtiva cres-
ce mais rapidamente do que o custo de insumo),
entdo T(p) = 0 paraqualquer p1 S. Isto quer dizer
que p(p,W) = ¥ paraquaquer p > 0.

c) No caso a + b = gdenotemos

(5 c3(p) = A(pics +p2C2)SUp{X1aX2b3 W(X) =
1}.

Nesse caso T(p) = Lcs(p), p1 S. A interpre-
tacdo é que p(tp,W) < ¥ paraquaquer t < T(p) e
p(tp,W) = ¥ paraqualquer t > T(p).
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5- AFORMULA DO FATORLIMIAR
EM TERMOSDE PRODUTOS

O seguinte resultado € dual ao Teorema 1 no
sentido de que um deles é expresso em termos da
funcdo receita (fungdo producéo no caso de produ-
to Unico) e outro em termos da funcéo custo.

Teorema 2. Suponha que P(y) = p, || f (>)||é

localmente limitada, W € n&o-negativa e localmente
limitada. Ent&o o fator limiar éigual a

o (yW) 7
T(p)=liminf ———=, sgaqual for pl S.
(p) e (p,y) sgaq P

Exemplo 3. Se a func¢éo producdo for Cobb-
Douglas, como no Exemplo 2, e o custo de insumo
W for linear, W(X) = wiX; + WoXp, entdo a funcéo
custo seraigua a

c(yw) = c(A a, b, wyy @+

onde
4 Jf(a+b)
€1ga +bs' am+bo'U I
O(A,a.b,w):gxg — ¢ ﬂa walasnppla),
Logo
y]/(a+b) i¥' a +b<l
T(p)=c(Aa,bw)liminf =to, a+b>1
3% M

le(Aabw/p, a+b=1

A conclusdo € que p(p,w) < ¥ para quaisquer
pw,sea+ b<1 p(pw) =¥ paraquasguer p,w,
sea +b>1 enocasoa + b =1 haduas possbili-
dades. p(p,w) < ¥ parap < c(A a, b, w) e p(p,w)
=¥ parap >c(A a, b, w).

6- O LUCRO COM O PRECO DE
PRODUTO IGUAL AO PRECO LI-
MIAR

Consideremos o lucro p(tp,W) ao longo do raio
{tp:t>0} com p1 Sfixo. A equagio (3) nosdiz
que o lucro éfinito paratodo t < T(p) einfinito para
todo t > T(p). O que acontece se t = T(p)? O E-
xemplo 1 mostra que o lucro pode ser finito. O se-
guinte exemplo mostra que o contr&io também é

possivel.
Exemplo 4. Sgan=m=1, f(X) = x+In(x +

1), P(y) = p, W(X) = wx. Obviamente, S = {1} e
pelo Teorema 1

T = In;(ypfmzw

Portanto
p(T(1)1,w) = sup{wf(x) - wx:x 3 0} =
=wap{In(x +1): x3 O} = ¥.

O proximo teorema descreve precisamente
todas as situaches nas quais

©)  p(T(E)p.w) <*.

NOs podemos excluir os casos T(p)=0 e
T(p)=¥ como trivias.

Teorema 3. Assuma que P(y) = p, f é loca-

mente limitada, W € ndo-negativa, localmente limi-
tadaeta que

Ix!@rDW(x) =¥

Consideremos qualquer p T S. Sgam fe W
tais que 0 < T(p) < ¥. Entéo (6) equivale a cada
uma das condicbes

(7) Iiryrg@ng[( P, Y)T(p)- c(y,W)]<¥,

(8) |irp®§Jp[F(X, PIT(P)- W(X)] <¥.
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A prova é smples e utiliza o fato de que
uma fungdo localmente limitada é limitada por toda
a parte se e somente se ela é limitada numa vizi-
nhanga do infinito.
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7- ASPROPRIEDADES DE PRECO
LIMIAR COM RESPEITO A PRE-
COSDE INSUMOS

O preco limiar foi definido como o produto
T() p, p1 S. Suponhaque W(x) = (w, X). Entdo o
preco limiar, aém de p, dependerd também de w:
T(p,w)p. Por exemplo, nas condigdes do Exemplo 3

©  Tpwp=(Aa*")wiw,’, a+b=1

O proéximo resultado demonstra que no caso
gerd T(pw)p possui as propriedades da funcéo
producdo homogénea de grau 1.

Teorema 4. Suponha que f, P, W satisfacam
as condi¢cbes do Teorema 1 e W(x) = (w,x). Entéo
0 prego limiar T(p,w)p possui as propriedades

a) monotonicidade: se we3 w, entdo T(p,w@p
* T(pw)p,

b) homogeneidade: T(p,tw)p = tT(p,w)p,

¢) concavidade: sggam quais forem wwe¢> 0 e
t1 [0,1],

T(ptw + (1 - )whp 2 tT(pw)p + (1 - )T(pWYp,

d) continuidade: T(p,w)p € continuo como a
funcdo de w.

Para provar @), b) e ¢) basta aplicar o Teore-
ma 1. ¢) é a consequiéncia da desigualdade

| (vj,w)T(p’W)pr(F’,W)pEI (W W) T(p,W)p

onde | (w,w') =maxw /w,'® lquandowt® 1.

Exemplo 5. Aqui n6s continuaremos o E-
xemplo 2. O resultado serd mais gera do que des-
crito em (9) porque agora o produto é um vetor bi-
dimensiond. Supondo que W(x) = (w,X) e calculan-
do a constante (5) obteremos o seguinte.

a) Se a + b < 1 (afuncdo producdo exibe ren-
dimentos de escala decrescentes), entdo T(p,w)p =
¥ paratodo p1 S.

b) Se a + b > 1 (afuncdo producdo exibe ren
dimentos de escala crescentes), entdo T(pw)p =0
paratodop1 S.

Cc)Sea+b=1 entéo

T(pw)p=(Aa’b®) ' W'w)

, ondep,+ p, =1
PG+ PoC, P Pa

8- A GEOMETRIA DOSPRECOSDO
PRODUTO QUE RENDEM O L U-
CROFINITO

Vamos definir conjuntos FIN e INF como

FIN = {p >0 p(pW) < ¥}, INF = {p>Q
P(PW) = ¥}.

E caoque INF = {p T R™ p > O}\FIN
(INF é o conjunto complementar do FIN). Qual éa
forma do conjunto FIN? Em particular, sob quais
condigBes FIN é vazio? Essas questdes tém a ver
com as seguintes nocdes. Nés dizemos que o pro-
blema de maximizacdo de lucros (ML) € 1) correto
(bemposado), se INF é vazio, 2) semi-correto, se
tanto FIN, como INF n&o sdo vazios, e 3) incorre-
to (mal-posado), se FIN é vazio.

Teorema 5. Suponha que P, f, W satisfacam
as condi¢des do Teorema 1.

a) O conjunto FIN é convexo. Com cada p 1
FIN esse conjunto contem o reténgulo {p¢ 0 £ pC£
p}. FIN élimitado pelos planos de coordenadas { p:
pi=0},i=1, .. mepdasupeficie

T WX & U
i pliminf : =1y.
PR R 2P T

b) Existem somente trés possibilidades. ou

(10) T(p) = ¥ sgaqua forpl S,
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ou

(11) 0<T(p) < ¥ sgaqua forpT S,
ou

(12) T(p) =0sgaqua forp1 S,

c) As seguintes equivaléncias sdo vdidas.

O problemade ML é correto

(10) U IiminfM

X® ¥ F(x, p)

(e}

=¥"pls

O problema de ML é semi-correto
W(Xx)

0 1) 0 o<liminf ( <¥"plsS
x®¥ [ ,)
O problemade ML € incorreto
- e W N
U (120U Immfﬂ:O"pl S
X® ¥ F(x,p)

A prova segue logo dos resultados anteriores.

9- QUANDO O LUCRO DA EMPRESA
E FINITO?

Mais exatamente, 0 objetivo € caracterizar, em
termos mais smples na medida do possivel, todos

ostriplos (p,f, W) paraos quaisp(p,f,W) < ¥.

Teorema 6. Sga p representado como p =
tp°, p° T S. Sob as condigdes do Teorema 1 pode-
mos afirmar o seguinte.

a) O lucro p(pfW) éfinito se, e somente se,
uma das condic¢bes

1) t<|imim‘M
X® ¥ F(x, p)

ou

2) t=liminf —~)_ ¢ lim supltF (x, p) - W(x)] <¥

x®¥  F(X,p) X® ¥

tiver validade.

b) p(p,f,W) éfinito se, e somente se, uma das
condicdes

(y,W)

1) t <liminf
¥ (p,y)

ou

c(y,W)
(py)

2) t=liminf e limsup[t(p,y) - c(y,W)] <¥
y®¥ V@ ¥

tiver validade.

A prova é uma consegiiénciaimediata
dos resultados prévios.

10- CARACTERIZACAO DE ECONO-
MIASDE ESCALA DECRESCENTES

Dados f,W, diremos que a unidade produtiva
gue enfrenta as restricdes f,W exibe economias de
escala decrescentes, se

lim S W)

=¥ sgaqua forp>0.
¥ (pY)

Teorema 7. A unidade produtiva exibe eco-
nomias de escala decrescentes, se e somente se,

(13) liminf V&)
X® ¥ F(x, p)

=¥ sgaqua forp>0.

Nessa condi¢éo as palavras "sgja qua for" po-
dem ser subgtituidas por "para um". A condicdo
(13) equivale a seguinte;
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| para quaijuer e e p positivos existe uma constante C = C(e, p) > 0 tal que

(19) |

¥ F(x, p) £ eW(x) + C paratodo x3 0.

Quando W(xX) = (w,x), acondicdo (14) quer d-
zer que F(x,p) cresce mais lentamente do que
qualquer funcao linear positivamente inclinada.

Para provar o Teorema 7 basta comparar as
expressdes do preco limiar dos Teoremas 1 e 2.

11- O LUCRO DE UM MONOPOLISTA

O mercado de produto é descrito pela fungdo
demandainversa P arespeito da qual nds supomos
que

i P(y)>0 paratodoy?! O
(19) o

%sup{l?(y):”y"3 1} <¥ paatodor >0,i=1,..,m,

isto &, 0s precos Pi(Y),...,Pm(y) podem subir até o
infinito sO quando y ® 0. f e W véo satisfazer as
mesmeas condicdes que no Teorema 1, a saber

16  |f| élocamente limitada,

(177 W é nao-negativa, locdmente limitada e
limW(x) =¥.

X® ¥

Note que essas condigdes ndo excluem a pos-
shilidade

(18) limsupF(x,P)=%¥.

x® 0

Teorema 8. Suponha que f,P e W satisfagcam
... W(x)
15), (16), (17). Denot T =liminf :
(15), (16), (17). Denctemos T = liminf =~ =05
O lucro de monopolista p(f,P,W) é finito se, e -
mente se,

limsupF(x, P) < ¥

x® 0

e vale uma das condigdes

DT>1,

2)T=1lelimsugF(x, P)- W(x)]<¥.

X® ¥

A prova se obtem repetindo algumas partes
das provas dos Teoremas 1 e 3.
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